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1 線形応答事始め

導体に一定の電圧を加えるとそれに応じて一定

の電流が流れる．巨視的に見れば定常状態が保た

れているので，一見それは平衡状態であるかに受

け取られるかもしれない．しかし実際にはジュー

ル熱の発生によりエネルギーは絶えず散逸し，そ

の散逸を補う電圧を常に加え続けることで一定の

電流が保たれている．そうした状況はもはや平衡

状態ではなく，非平衡・定常状態として理解され

る．そして，平衡状態からのずれが外場の一次量

で表される場合を記述する一般理論が線形応答理

論であり，それが本稿の主題である．

熱平衡状態に外場を加え，擾乱を起こす．この擾

乱に対する応答が外場の強さに比例しているとき，

その比例係数が電気伝導度や磁化率にあたる 1．そ

してその比例係数を系の力学変数で表す公式がい

わゆる久保公式である 1)．「ジュール熱の発生を伴

うような不可逆過程を可逆的な力学法則に基づい

て記述する」という，ボルツマンをはじめ統計力

学の巨頭たちが挑み続けた問題が，80年余りを経

てついにひとつの金字塔に到達したことになる．

そして大変誇らしいことに，この統計力学史上

の偉大な業績を確立したのは，我が国の若き理論

物理学者たちである 2．久保公式で用いられるアイ

デアの原点は，久保・富田による磁気共鳴の理論

（1954年）である 2)．当時急速に発展しつつあった

核磁気共鳴や電子スピン共鳴の実験に対する具体

的な理論の構築がきっかけとなり，非常に一般的な

線形応答理論が生み出されたという歴史的経緯は

大変教訓的である．この磁気共鳴理論のアイデア

を電気伝導度に応用したのが中野の「ひとつの電気

伝導計算法」（1955年）であり 3)–5)，それは中嶋に
1電流を考えるならば，外場が電圧，その応答が電流，比例

係数が電気伝導度で，オームの法則 J = σE が成り立つ状況
が線形応答の対象となる．

2我が国の偉大な先人たちには “先生”の敬称をつけたいと
ころであるが，本稿では歴史上の人物としてあえて敬称をつけ
ずに記述した．

よって直ちに低温まで機能することが示された 6)

（1955年）．そして久保はそれらを包括する「非平

衡系の量子統計力学」を非常に一般的な形で論じ

た 7)–9)（1955年）．その総まとめとも言える論文

が “Statistical-Mechanical Theory of Irreversible

Processes”（1957年）である 1)．非常に短期間で

一気に研究が発展したのは印象的であり，まさに

「革命的」であったといえよう 3．一方，引用文献

をみればわかるように，これら重要な発展の多く

は「物性論研究」において日本語で公開された．そ

れゆえこうした革命の経緯が世界的には見落とさ

れがちなのが残念でもある 4．

2 久保公式の素描

まず久保公式がどういうものなのか，大まかな

形をつかむことから始める．

「物理量を観測する」とは，対象に外場（A）を

加えてその応答（B）を観測することである．

H ′(t) = −Ae−iωt

という外場を加え，物理量の期待値として

⟨B(t)⟩ = B(ω)e−iωt

を得たとき，

B(ω) = − 1

iω

[
ΦR(ω)− ΦR(0)

]
ΦR(t) = − i

ℏ
θ(t)⟨B(t)Ȧ(0)− Ȧ(0)B(t)⟩

と表せる．この一連の結果が久保公式と呼ばれる．

久保公式が示していることは，加えた外場に対す

る線形応答は，外場に対応する演算子の時間微分
3なお，松原による温度グリーン関数も 1955 年に登場して

いる．
4ここでは歴史的経緯についてこれ以上触れないが，興味が

あれば物性論研究を直接お読みいただきたい．具体的な理論内
容のみならず，各著者とも非常に率直な意見を述べられており，
当時の雰囲気が生き生きと伝わる，大変興味深い文献群である．
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Ȧと観測量に対応する演算子 B との相関関数 ΦR

で与えられる，ということである 5．この結果自体

は厳密であることを強調しておく．

電気伝導の場合，オームの法則

⟨jx⟩ = lim
ω→0

σxx(ω)Exe
−iωt

における比例係数 σxxが電気伝導度にあたり 6，そ

れは久保公式により次のように表される．（系の体

積を V とした．）

σxx(ω) = − 1

iω

[
ΦR

xx(ω)− ΦR
xx(0)

]
ΦR

xx(t) = − i

ℏV
θ(t)⟨Jx(t)Jx(0)− Jx(0)Jx(t)⟩

J(t)は電流演算子であり，上の形からわかるよう

に，電気伝導度に必要なのは電流-電流相関関数で

ある．先の一般形との対応で言えば，Jx(t)が応答

B(t)に対応し，Jx(0)が外場 Ȧ(0)に対応する．外

場の時間微分が電流演算子となることについては

後で詳しく見る．他にたとえば磁化率の場合，磁

気モーメント-磁気モーメント相関関数（スピン-ス

ピン相関関数）を計算することになる．（本稿では

触れないが，詳しくは文献 1) を参照．）

一つの電流演算子は J = (e/m)
∑

p ψ
†pψであ

ることから，電流-電流相関関数は二粒子グリーン

関数と見ることもできる．したがって，「線形応答

を求めることは，二粒子グリーン関数を求めるこ

とである」ともいえる．繰り返しになるが，ここ

までは厳密な結論である．しかし（その１）でも

述べた通り，厳密な二粒子グリーン関数を求める

ことが困難であるため，具体的に相関関数（ある

いは二粒子グリーン関数）を計算しようとすると，

その時点で何らかの近似が必要となる．そこでファ

インマン図形を援用したグリーン関数の方法がそ

の効力を存分に発揮する．

5一般に，ある物理量X, Y に対して ⟨X(x)Y (x′)⟩をX と
Y の相関関数という．変数 x, x′ は位置でも時刻でも良い．（そ
の１）で導入したグリーン関数 G (1, 1′) = −⟨Tτ{ψ(1)ψ̄(1′)}⟩
も相関関数の一種といえる．

6伝導度は一般に，テンソル量 σµν として与えられる．通
常の電流の場合，電場と電流の向きが同じ方向であることか
ら，縦伝導度とも呼ばれ，σxx, σyy などとなる．一方，磁場
中のホール伝導度などでは，電場（x̂）と磁場（ẑ）に垂直な方
向（ŷ）に伝導が生じるので，横伝導度とも呼ばれ，σyx のよ
うに表される．

図 1: 電気伝導度に対するファインマン図形．

例えば二粒子間の相関を無視すれば，電気伝導

度に対応する相関関数は次のように一粒子グリー

ン関数を用いて表される．

Φxx(iωλ) =
2ℏ2e2

m2V
1

β

∑
k,n

k2xG (k, iεn)G (k, iεn − iωλ)

対応するファインマン図形は，図 1のように一つ

の閉じたループで表される．左右の丸はバーテッ

クス（頂点）を意味し，それぞれの電流演算子に

対応する．最も単純な近似を採用してグリーン関

数部分の計算をさらに進めれば，

σxx =
ne2τ

m

というよく知られた結果を得る．ここで nはキャ

リア密度，eは粒子の電荷，mはその質量で，τ は

準粒子寿命である．本稿後半では，この近似のレ

ベルをより高度にし，自己エネルギー補正，バー

テックス補正を加えていくことでより正確な電気

伝導度を得る．

3 線形応答理論

3.1 密度行列の運動方程式

量子統計力学における久保公式は，密度行列に

対する運動方程式から導かれる 7．B を観測量に

対する演算子（例えば電流演算子など）とすれば，

その期待値は密度行列 ρを用いて，

⟨B⟩ = Tr (ρB) (1)

7久保公式の原論文 1) では，古典と量子統計の双方につい
て論じられている．本稿では後者のみを扱う．

2



として与えられる．正準集団であれば，ハミルト

ニアンをH として，

ρ = e−βH/Tr
(
e−βH

)
(2)

であり，大正準集団では上式でH → H = H−µN
とすればよい．あるいは，固有状態 |m⟩を用いて
密度行列を

ρ =
∑
m

|m⟩ρm⟨m| (3)

と書くこともできる 8．

密度行列は量子系の状態についてすべての情報

を含んでいる．密度行列を用いれば，完全に量子

的な形式で理論を構築することができる．したがっ

て，密度行列に基づいて得られる久保公式もまた，

（波動関数の位相の情報なども含んだ）完全に量子

的な理論といえる．その意味で久保公式は，古典

的なドルーデ理論や半古典的なボルツマン方程式

に基づく理論と一線を画する．

集団の時間依存性は密度行列の時間依存性に反

映される．そこで密度行列の運動方程式を求める．

はじめに注意しておくと，密度行列の運動方程式

は一見ハイゼンベルグの運動方程式と同じように

見えるが，符合が異なる．これは，状態を変えず

に演算子に時間依存性を含ませるか，演算子はそ

のままで状態に時間依存性を含ませるかの違いに

よるものであり，その相対的な関係を反映して運

動方程式の符号が反転する．

まずハイゼンベルグ表示とハイゼンベルグの運動

方程式を復習しておく．時間発展演算子を U(t) =

exp(−iHt/ℏ)と表せば，ハイゼンベルグ表示での
演算子は

B(t) = U∗(t)B(0)U(t) (4)

8観測量に対する期待値は，(3) の表記法を用いれば，

⟨B⟩ = Tr (ρB) =
∑
n

⟨n|ρB|n⟩ =
∑
mn

⟨n|m⟩ρm⟨m|B|n⟩

=
∑
mn

ρm⟨m|B|n⟩⟨n|m⟩ =
∑
m

ρm⟨m|B|m⟩

となる．（ここで完全性
∑

n |n⟩⟨n| = 1 を用いた．）⟨m|B|m⟩
は状態 m に対する B の期待値であり，ρm は系が状態 m に
ある確率と解釈できる．このことより，Tr(ρB)が B の期待値
の統計平均を取ったものであることがわかる．

である．（※（その２）では ℏをあらわに表記する．）
このとき，ハイゼンベルグの運動方程式は，

iℏ
∂B(t)

∂t
= [B(t),H] (5)

であった．

つぎに密度行列の場合を考える 9．状態 |m, t⟩は
時間発展演算子を用いて

|m, t⟩ = U(t)|m, 0⟩ (6)

と表される．(3)で時間依存性を明示して書けば，

ρ(t) =
∑
m

|m, t⟩ρm⟨m, t|

=
∑
m

U(t)|m, 0⟩ρm⟨m, 0|U∗(t)

= U(t)ρ(0)U∗(t) (7)

である．上の結果と (5) を見比べれば，U(t) と

U∗(t) が入れ替わっているのがわかる．これがた

めに密度行列の運動方程式はハイゼンベルグの運

動方程式と逆の符合を持つ．詳しく書けば，

iℏ
∂ρ(t)

∂t
= iℏ

[
∂U(t)

∂t
ρ(0)U∗(t) + U(t)ρ(0)

∂U∗(t)

∂t

]
= HU(t)ρ(0)U∗(t)− U(t)ρ(0)U∗(t)H

= − [ρ(t),H] (8)

である．この運動方程式はノイマン方程式ともよ

ばれ，シュレディンガー方程式と等価である 10)．

熱平衡状態を保っている場合，密度行列は時間

変化しないので，

[ρ,H] = 0 (9)

である．

3.2 線形応答の一般公式

線形応答理論が非常に強力なのは，系のハミル

トニアン，加える外場，観測量の詳細によらず，一

般的な形で論じることができるからである．この

一般性を保つために，例えば久保論文では，加え
9ここでの議論は密度行列が系の粒子数を保存する場合を想

定している．
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る外場を A，観測する物理量の演算子をBとして

議論を進める 1)．しかし初学者にとっては，一般

形のまま議論を進めるとイメージを掴みにくいこ

ともあろう．そこでここでは，一般的な形を保ちつ

つそのイメージを持ってもらい易くするため，具

体例として電場をかけた時の電流を念頭におきな

がら話を進めることにする．

3.2.1 密度行列の時間変化を求める

運動方程式を解くには，境界条件が必要である．

「系の初期状態は外場の影響を受けておらず，平衡

状態が保たれている」とするのは，因果律からも

自然な条件である．そこで初期平衡状態に対する

密度行列を ρ0とし，外場は時刻 t = −∞からゆっ
くり（断熱的に）加えたと考え，

ρ(t = −∞) = ρ0 (10)

を境界条件とする．ここで ρ0 = e−β(H−Ω)，Ωは

熱力学ポテンシャルであり，e−βΩ = Tr e−βHであ

る．この平衡状態に外場として振動数 ωで時間変

動する電場 Ee−iωt を加える．このときハミルト

ニアンに摂動として加わるのは

H ′(t) = −e
∑
i

ri ·Ee−iωt (11)

である 10．ここでは電荷 eを持つ粒子を考え，ri

はそれらの位置ベクトルである．より一般的な外

場を表すには，

H ′(t) = −Ae−i(ω+iδ)t (12)

と書くことにする 11．

(12)の指数部分が ω + iδ （δ は正の無限小量）

となっているのは，

H ′(t→ −∞) = −Ae−iωte−∞ = 0 (13)

のように，外場が初期状態（t = −∞）ではゼロに
なることを保証するためである．このように加え

10負符合は，電場と静電ポテンシャルの関係 E = −∇ϕ か
ら来ている．

11さらに空間変化も加味して Aqei(q·r−ωt) として定式化す
ることもできるが，ここでは簡単のため，q = 0として話を進
める．

る外場を時間の関数として表現する必要があった

ため，時間変動する外場−Ae−iωtを導入した．eiδt

の項は久保公式がまさに非平衡現象を扱っている

ことの表れといえよう．このため，（外場を印加した

後は）時間に依存しない静的な外場及びその静的

な応答を考える場合においても，まず時間依存性を

考え，次に ω → 0の極限をとるのが久保公式に特

徴的な理論行程である．以降，iδをあらわには書か

ないが，外場の時間依存性は常に eiωt → ei(ω+iδ)t

であることを意識しておこう．

また，ここで考える外場は，摂動ハミルトニア

ンとして記述できる力学的擾乱によるものに限っ

ていることも注意しておく．温度勾配による電流

駆動（熱電効果）などの熱的擾乱については，こ

れまで力学的なハミルトニアンで表現する明快な

方法が知られておらず，久保公式の対象外とされ

てきた．しかしごく最近この状況に変化が生まれ

ている．

外場をかけたあとの密度行列はその運動方程式

に従って次のように時間変化する．

iℏ
∂ρ(t)

∂t
= [H+H ′(t), ρ(t)] (14)

この運動方程式を厳密に解くのは簡単ではない．し

かし我々は線形応答に興味があるので，外場（今

の場合電場）の一次までに限って密度行列の変化

を調べるだけで十分である．そこで

ρ(t) = ρ0 + ρ′(t) (15)

と表し，ρ′(t)は外場の一次に比例しているとする．

同じように一次の範囲内で (14)は

iℏ
∂ρ′(t)

∂t
= [H, ρ′(t)] + [H ′(t), ρ0] (16)

となる．H ′(t)は外場の一次なので，[H ′(t), ρ′(t)]

は全体で外場の二次となり，線形応答の範囲外で

あるため考えない．また (9)より，[H, ρ0] = 0で

ある．

この方程式は一見複雑であるが，次のようにし

て解くことができる．まず，

ρ′(t) = U(t)g(t)U∗(t) (17)
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とおく．すると (16)の左辺は

iℏ
∂ρ′(t)

∂t
= HU(t)g(t)U∗(t) + iℏU(t)

∂g(t)

∂t
U∗(t)

− U(t)g(t)U∗(t)H

= iℏU(t)
∂g(t)

∂t
U∗(t) + [H, ρ′(t)] (18)

となり，この第２項は (16)右辺第１項と打ち消さ

れる．したがって (16)は，次のように書き換わる．

∂g(t)

∂t
= − i

ℏ
U∗(t) [H ′(t), ρ0]U(t) (19)

この微分方程式の両辺を時間で積分すると，

g(t) = − i

ℏ

∫ t

−∞
dt′ U∗(t′) [H ′(t′), ρ0]U(t′) (20)

最後に (17)に基づいて g(t)から ρ′(t)を求めれば，

それが (16)の解となる．

ρ′(t) = − i

ℏ

∫ t

−∞
dt′ U(t− t′) [H ′(t′), ρ0]U

∗(t− t′)

(21)

3.2.2 観測量を密度行列から求める

密度行列が求まれば，観測量は (1)から計算す

ることができる．例えば観測量として電流を考え

るのであれば，電流演算子 jµ を用いて

⟨jµ(t)⟩ = Tr [{ρ0 + ρ′(t)} jµ]

= Tr [ρ′(t)jµ] (22)

を計算すれば良いことになる．ここで平衡状態で

電流は生じていないことからTr[ρ0jµ] = 0である．

より一般に，観測する物理量に対応する演算子を

B とすれば，

⟨B(t)⟩ = Tr [ρ′(t)B] (23)

が求めたい観測量である．(23)に (12)と (21)を

あわせれば，

⟨B(t)⟩ = B(ω)e−iωt (24)

B(ω) =
i

ℏ

∫ ∞

0

dtTr {[A, ρ0]B(t)} eiωt (25)

となる．ここで対角和の巡回不変性（Tr{XY Z} =

Tr{Y ZX}）を用いて，B(t) = U∗(t)BU(t)とした．

また，変数変換 t− t′ → tも行っている．

3.2.3 相関関数とフーリエ展開でより簡潔な形へ

Aを電場によるポテンシャル，B を電流演算子

とした場合，B(ω)は電気伝導度 σ(ω)に相当する．

(25)では観測量をその演算子と外場の演算子の一

次で表しているので，一通りの結果は求まったこ

とになる．ここではさらに計算を進めてより簡潔

な形を導く．

X(t) = Tr {[A, ρ0]B(t)} (26)

とおいて (25)を部分積分する．

B(ω) = − i

ℏ
1

iω

[
X(0) +

∫ ∞

0

dt
dX(t)

dt
eiωt

]
=
i

ℏ
1

iω

∫ ∞

0

dt
(
1− eiωt

) dX(t)

dt
(27)

ここで，（外場を断熱的に印加したことを反映して）

ω → ω+ iδであったので，t = ∞の寄与をゼロと
した 12．また，二つ目の等号では，時間を無限に

隔てた演算子の間に相関はないこと（X(∞) → 0）

を前提として 13，

X(0) = −
∫ ∞

0

dt
dX(t)

dt
(28)

も用いた．B(t)についての運動方程式 (5)と，ρ0
はHと交換可能であること，巡回不変性とを用い
れば

dX(t)

dt
=
i

ℏ
Tr

{
[A,H]ρ0B(t)− [A,H]B(t)ρ0

}
= −⟨B(t)Ȧ(0)− Ȧ(0)B(t)⟩ (29)

となる．二つ目の等号では，ハイゼンベルグの運

動方程式 iℏȦ = [A,H]と (1)を用いている．

(29)右辺は時刻の異なる二つの演算子を並べ替

えたものの差である．そこで，遅延グリーン関数

の定義にあわせて 14，遅延相関関数を次のように
12ここでの tは，t− t′ → tと変数変換したものであった．し
たがって，外場を印加した時刻 t′ = −∞は，今の場合 t = +∞
に相当する．

13系が外場によって不安定になる（相転移する）場合はこの
前提は成り立たない．

14遅延グリーン関数の定義は，

GR(t) = −iθ(t)⟨ψpσ(t)ψ
†
pσ(0)∓ ψ†

pσ(0)ψpσ(t)⟩

であった．符合は上がボーズ粒子，下がフェルミ粒子に対応し
ている．ここで議論する演算子 Ȧ, B はあとで見るようにそれ
ぞれ ψ†ψ の対からなるため，全体として Φはボーズ統計に従
う．
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定義する．

ΦR(t) = − i

ℏ
θ(t)⟨B(t)Ȧ(0)− Ȧ(0)B(t)⟩ (30)

これを用いれば

B(ω) =
1

iω

∫ ∞

−∞
dt

(
1− eiωt

)
ΦR(t) (31)

となる．さらに ΦR(t)のフーリエ展開

ΦR(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
ΦR(ω)e−iωt (32)

を用いれば 15，

B(ω) = − 1

iω

[
ΦR(ω)− ΦR(0)

]
(33)

と非常に簡単な形になる．

(24), (30), (33)が線形応答理論の最も一般的な

形での結果で，これらを総称して久保公式とよぶ．

（「久保公式」が指す表式については補遺も参照の

こと．）

3.3 電気伝導度の公式

では (11)に戻り，時間変動する電場について (33)

を適用してみよう．その場合，

A = e
∑
i

ri ·E (34)

であったので，

Ȧ = − i

ℏ
[A,H] = − i

ℏ
e

2m

∑
i

[
ri ·E, p2i

]
=

e

m

∑
i

pi ·E (35)

15フーリエ展開を代入するだけだが，積分変数をすでに用い
ている ω と共通にとってしまう間違いがよくある．代入する時
の積分変数は ω′ のように別の変数を導入する必要があること
に注意しよう．ただし下に見るように，デルタ関数が現れ，積
分を実行した結果，変数は ω だけになる．

B(ω) =
1

iω

∫
dt

(
1− eiωt

) ∫ dω′

2π
ΦR(ω′)e−iω′t

=
1

iω

∫
dt
dω′

2π

{
e−iω′t − ei(ω−ω′)t

}
ΦR(ω′)

=
1

iω

∫
dω′

2π

{
2πδ(ω′)− 2πδ(ω − ω′)

}
ΦR(ω′)

=
1

iω

[
ΦR(0)− ΦR(ω)

]

である．ここで [x, px] = iℏ, [x, p2x] = 2iℏpx を用
いた．ところで全電流は

J =
e

m

∑
i

pi (36)

で与えられるので，結局

Ȧ = J ·E (37)

であることがわかる．一方，観測量として µ方向の

電流密度 jµ = Jµ/V を考えれば，B = jµ である．

以上をまとめて，線形応答理論に基づく電気伝

導度は次のように求まる．

⟨jµ⟩ = lim
ω→0

σµν(ω)Eνe
−iωt (38)

σµν(ω) = − 1

iω

[
ΦR

µν(ω)− ΦR
µν(0)

]
(39)

ΦR
µν(t) = − i

ℏV
θ(t)⟨Jµ(t)Jν(0)− Jν(0)Jµ(t)⟩

(40)

σµν は電気伝導度テンソルで，例えば σxx は通常

の電気伝導度，σxy はホール伝導度に相当する 16．

ここで (38)のように重ねて現れる添字については

和をとることを約束しておく．

このようにして，電気伝導度は平衡状態におけ

る電流演算子の時間相関（電流-電流相関）によっ

て与えられることが明らかとなった．ここでの電

気伝導度の公式が最も有名で，これのみを特に取

り上げて久保公式とよばれることもある．しかし，

久保公式は様々な観測量に適用することのできる

普遍性の高い公式であって，電気伝導度以外の様々

な物理量に対しても適用できる．例えば原論文に

も例として取り上げられているように，外場を磁

場，観測量を磁化として，磁化率も久保公式によっ

て計算することができる 1)．その場合，磁化率は

磁気モーメント-磁気モーメント相関（スピン-スピ

ン相関）によって与えられることがわかる．

なお，ここまでの導出で，対象となる系の具体

的な性質は一切仮定されていない．つまり，対象

が金属であるか絶縁体であるかにかかわらず，久

保公式は厳密に成立する．したがって，金属でも
16今の場合磁場を加えていないので，σxy = 0である．しか
し磁場を加えた場合も，計算は難しくなるが，同じ理論的枠組
みでホール伝導度を計算することができる 11),12)．
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絶縁体でもその電気伝導度を全く同じ枠組みで求

めることができる．このことは，良い金属である

ことを前提とするドルーデやボルツマン理論と大

きく異なっており，半導体や半金属，強い乱れに

伴う金属絶縁体転移（アンダーソン局在）近傍な

どを扱う上で非常に大きな利点となる．

4 久保公式とグリーン関数

前節で久保公式に基づく電気伝導度の表式 (38)-

(40)を得た．しかしこれらから直ちに具体的な伝

導度のふるまいが分かるわけではない．久保公式は

ハミルトニアンから物理量を計算する一般公式で

あり，特定の模型や近似によらない厳密な公式で

ある．それはいわば理論の外枠を規定する額縁の

ようなものであり，その中に入れる具体的な内容を

知りたい場合は，模型や近似を定めてからさらに

計算する必要がある．そこで活躍するのがグリー

ン関数を用いた方法である．本節では久保公式に

基づいて得られた電気伝導度の具体的な計算をグ

リーン関数を用いて行う 17．

4.1 温度相関関数と遅延相関関数

（その１）で述べたように，具体的な物理量を

計算する際は，まず虚時間と松原振動数を用いて

有限温度グリーン関数を計算したのち，解析接続

によって遅延グリーン関数の計算を行う．久保公

式で必要な遅延相関関数は，温度相関関数から解

析接続によって求まる．両者の関係付けは（その

１）で見た一粒子グリーン関数での手続きと全く

同じようにして行うことができる．ここでは復習

も兼ねて再度その手順を踏むが，先を急ぐ読者は

本小節を読み飛ばして頂いて構わない．

考えているハミルトニアンと固有状態をH|m⟩ =

17久保公式に基づいた電気伝導度の具体的な計算を，グリー
ン関数を用いて明瞭な形で実践したのは，筆者らの知る限り文
献 11) が初めてである．

Em|m⟩で表すことにすると，

ΦR(t) = − i

ℏ
θ(t)eβΩ

∑
m,n

e−βEn

×
[
⟨n|B(t)|m⟩⟨m|Ȧ(0)|n⟩

− ⟨n|Ȧ(0)|m⟩⟨m|B(t)|n⟩
]

(41)

と書ける．ハイゼンベルグ表示の定義より，

⟨n|B(t)|m⟩ = ⟨n|eiHt/ℏB(0)e−iHt/ℏ|m⟩

= ⟨n|B(0)|m⟩ei(En−Em)t/ℏ (42)

であったので，

ΦR(t) = − i

ℏ
θ(t)eβΩ

∑
m,n

e−βEn

×
[
ei(En−Em)t/ℏ⟨n|B|m⟩⟨m|Ȧ|n⟩

− e−i(En−Em)t/ℏ⟨n|Ȧ|m⟩⟨m|B|n⟩
]

= − i

ℏ
θ(t)eβΩ

∑
m,n

(
e−βEn − e−βEm

)
× ei(En−Em)t/ℏ⟨n|B|m⟩⟨m|Ȧ|n⟩ (43)

が導かれる．（二つ目の等号でmと nの入れ替えを

行った．）このフーリエ展開は

ΦR(ω) = eβΩ
∑
m,n

⟨n|B|m⟩⟨m|Ȧ|n⟩

× e−βEn − e−βEm

ℏω + En − Em + iδ
(44)

で与えられる 18．
18階段関数を含むフーリエ展開は次のように機械的に行うこ
とができる．（その１）参照．

θ(t) = lim
δ→0

∫ ∞

−∞

dω

2πi

eiωt

ω − iδ

であることを用いて，F (t) = −iθ(t)eiXt {· · · }のフーリエ展
開は，

F (ω) = −i
∫
dt eiωtθ(t)eiXt {· · · }

= −i
∫
dt

∫ ∞

−∞

dω′

2πi

ei(ω+ω′+X)t

ω′ − iδ
{· · · }

= −
∫ ∞

−∞
dω′ δ(ω + ω′ +X)

ω′ − iδ
{· · · }

=
1

ω +X + iδ
{· · · }
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この遅延相関関数に解析接続される温度相関関

数は次の形で与えられる．

Φ(τ) = −⟨Tτ
{
B(τ)Ȧ(0)

}
⟩ (45)

Φ(iωλ) =

∫ β

0

dτ eiωλτΦ(τ) (46)

ここで演算子B, Ȧはボーズ統計に従うとして（脚

注 14），

ωλ = 2λπkBT (47)

である（λは整数）．τ > 0のとき，

Φ(τ) = −eβΩ
∑
m,n

⟨n|e−βHB(τ)|m⟩⟨m|Ȧ(0)|n⟩

= −eβΩ
∑
m,n

e−βEne(En−Em)τ

× ⟨n|B|m⟩⟨m|Ȧ|n⟩ (48)

であるから，このフーリエ展開は

Φ(iωλ) =

∫ β

0

dτ eiωλτΦ(τ)

= −eβΩ
∑
m,n

⟨n|B|m⟩⟨m|Ȧ|n⟩

×
∫ β

0

dτ eiωλτe−βEne(En−Em)τ

= eβΩ
∑
m,n

⟨n|B|m⟩⟨m|Ȧ|n⟩

× e−βEn − e−βEm

iωλ + En − Em
(49)

となる．ここで eiωλβ = 1を用いた．

以上のことから，(45)で定義される温度相関関

数のフーリエ展開 (46)は，

iωλ → ℏω + iδ (50)

の置き換えによって遅延相関関数 (44)に解析接続

されることがわかる．なお，本稿では便宜上，松

原振動数はそのままの ωλでエネルギーの次元を持

ち，実振動数は ℏωでエネルギーの次元を持つこと
とする．

4.2 電気伝導度の具体的な計算

久保公式に基づいて物理量を具体的に計算する

には，温度相関関数を求めれば良いことがわかっ

た．ではいよいよその具体的計算に入る．

実際の研究においては，本小節の内容に相当す

る計算が重要になってくるであろう．ここでの計

算を新しい模型や近似に適用することによって未

知の現象の発見につながるかも知れない．ここで

の具体的な計算の進め方をマスターすることで計

算法の本質を会得し，新現象の開拓に役立ててい

ただきたい．

4.2.1 温度相関関数を一粒子温度グリーン関数で

表す

通常の電気伝導度の場合，加える電場と観測す

る電流の方向を共に x方向として，

σxx = − 1

iω

[
ΦR

xx(ω)− ΦR
xx(0)

]
(51)

Φxx(iωλ) = − 1

V

∫ β

0

dτeiωλτ ⟨Tτ {Jx(τ)Jx(0)}⟩

(52)

を計算すればよい．電荷 eを持つ粒子に対する電

流演算子は第二量子化に基づけば，

J =
e

m

∑
k

ℏkψ†
kσψkσ (53)

である．これを (52)に代入すれば，

Φxx(iωλ) =
e2ℏ2

m2V
∑
kk′

kxk
′
xK (iωλ) (54)

K (iωλ) =

∫ β

0

dτeiωλτK (τ) (55)

K (τ) = −⟨Tτ{ψ̄k(τ)ψk(τ)ψ̄k′(0)ψk′(0)}⟩
(56)

となる．ここで K は二粒子グリーン関数に相当

する．

（その１）で見たように，二粒子グリーン関数

を正確に計算することは簡単ではない．そこで適

当な近似が必要となる．その最も単純な近似とし

て，二粒子グリーン関数を二つの独立な一粒子グ

リーン関数で表した

K (τ) ≃ −⟨ψ̄k(τ)ψk′(0)⟩⟨ψk(τ)ψ̄k′(0)⟩

= ⟨Tτ{ψk′(0)ψ̄k(τ)}⟩⟨Tτ{⟨ψk(τ)ψ̄k′(0)}⟩

= G (k,−τ)G (k, τ) (57)
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を考える 19．（τ > 0とした．）そのフーリエ展開は，

温度グリーン関数のフーリエ展開

G (τ) =
1

β

∑
n

e−iεnτG (iεn) (58)

を用いて，

K (iωλ) =

∫ β

0

dτeiωλτ
1

β2

∑
n,n′

ei(ε
′
n−εn)τ

× G (k, iε′n)G (k, iεn)

=
1

β

∑
n

G (k, iεn − iωλ)G (k, iεn) (59)

となる 20．以上をまとめれば，温度相関関数を

Φxx(iωλ) =
2ℏ2e2

m2V

× 1

β

∑
k,n

k2xG (k, iεn)G (k, iεn − iωλ)

(60)

のように，一粒子温度グリーン関数を用いて表せ

たことになる．係数の 2でスピンの和を考慮して

ある．

19今の場合，結局残るのは k = k′ のみであるので，k′ 依存
性を落としてある．このことは次のようにして示すことができ
る．k 表示の生成・消滅演算子を一度実空間に戻し，並進対称
性の元で改めて運動量表示のグリーン関数を導入する．

⟨Tτ{ψk(τ)ψ̄k′ (0)}⟩

=

∫
dr1dr2⟨Tτ{ψ1(τ)ψ̄2(0)}⟩e−ik·r1eik

′·r2

= −
∫
dr1dr2

∫
dk̄

(2π)3
G (k̄, τ)eik̄·(r1−r2)e−ik·r1+ik′·r2

= −
∫
dr1dr2

∫
dk̄

(2π)3
G (k̄, τ)ei(k̄−k)·r1ei(k

′−k̄)·r2

= −
∫

dk̄

(2π)3
G (k̄, τ)(2π)6δ(k̄− k)δ(k′ − k̄)

= −G (k, τ)(2π)3δ(k− k′)

ここで現れた δ(k − k′) は (54) に含まれる k′ 積分によって
消える．以上のことを考慮すれば，以降の計算で k′ 依存性を
落とすことができる．

20εn はフェルミ粒子，ωλ はボーズ粒子に対する松原振動数
であることに注意しておこう．ωn + εn − ε′n は全体でボーズ
粒子の松原振動数として扱える．このことから，ここでの計算
では，（その１）§8.1 でも現れた∫ β

0
dτei(εn−ε′n) = βδεn,ε′n

なる関係を用いている．

4.2.2 松原振動数の和をとる

次に行うべきは，振動数に関する和をとること

である．温度グリーン関数を用いる場合，他で見

られない松原振動数についての和をとる必要があ

り，やや特殊な配慮を要する．とはいえ，気をつ

けるべき点は限られている．ここで紹介する一通

りの手順が理解できてしまえば，あとはほぼ機械

的に計算できるはずである．

温度相関関数において松原振動数が関係する，次

の振動数和を考える．

K (iωλ) =
1

β

∑
n

G (iεn)G (iεn − iωλ)

∑
n は，より正確には

εn = (2n+ 1)π/β (61)

についての和をとることである．このように奇数

についてのみ和をとることは一見難しそうである

が，複素関数と留数定理をうまく使うことで，簡

単に和をとることができる．

まず次のような複素積分を考える．∮
C

dz

2πi
nF(z)F (z) (62)

F (z)は任意の関数とし，nF(z)はフェルミ分布関数

nF(z) =
1

eβz + 1
(63)

である．nF(z)は z = (2n + 1)πi/β に極を持ち，

それがちょうどフェルミ粒子の松原振動数 iεn と

一致する 21．この性質を利用して，留数定理から，

1

β

∑
n

F (iεn) = −
∮
C

dz

2πi
nF(z)F (z) (64)

の関係が得られる 22．（※ εn → zではなく，iεn → z

の対応であることに注意すること．）

ここでの径路 Cは，図 2のように個別の極を囲

む径路の和としても良いし，全てを囲む大きな径
21すぐわかるように，ボーズ粒子の松原振動数を考える場合，
ボーズ分布関数 nB(ε) = 1/(eβε − 1) を用いれば良い．

22eβz を z = (2n+ 1)iπ/β の周りで展開すれば，

1

eβz + 1
≃ −

1

β

1

z − (2n+ 1)iπ/β
(65)

であることから，nF(z) の留数は −1/β である．
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Re z

Im z

図 2: nF(z)の極の位置とそれを囲む積分径路．

路に変形して考えても良い．ただしこうした径路

の変形は，正則な領域のみに許され，解析性の異

なる領域をまたぐ径路の変形は許されない．

4.2.3 解析接続を行う

今の場合，F (z)にあたる被積分関数は二つのグ

リーン関数の積 G (z)G (z− iωλ)であり，それぞれ

Im z = 0の上下および Im z = iωλの上下で解析性

が異なる 23．そのため，実軸に平行な Im z = 0と

Im z = iωλ の直線をよぎって径路を変形すること

はできない．そこで径路 Cを図 3(a) のように Ca

(Im z > iωλ); Cb (0 < Im z < iωλ); Cc (Im z < 0)

の三つの閉じた径路に分割する．（ωλ > 0とした．）

各領域で G (z), G (z − iωλ)は解析的であるので，

その領域内でそれぞれの径路を図 3(b) のように引

き延ばすことができる．各径路は無限遠で閉じた

周回径路であるが，半径無限大の周回積分部分の寄

与はゼロとなるので，結局積分としては Im z = 0,

iωλ に沿った実軸に平行な C1 ∼ C4 の −∞ から
+∞に至る積分のみが寄与する．そこで xを実数

として，C1,C2では z = x+ iωλ ± iδ, C3,C4では

z = x ± iδ を代入し，松原振動数の和は次の４径

23温度グリーン関数は次のように解析接続されることを思い
出そう．

G (p, iεn)
iεn→ε+iδ−−−−−−−→ GR(p, ε) for εn > 0 (66)

G (p, iεn)
iεn→ε−iδ−−−−−−−→ GA(p, ε) for εn < 0 (67)

Re z

Im z(a)

Re z

Im z(b)

Ca

Cb

Cc

C1

C2

C4

C3

Im z     = iωλ

図 3: 松原振動数の和をとるための複素積分の径路．

路の積分となる．

K (iωλ)

= −
∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)G (x+ iωλ)G (x+ iδ) (C1)

+

∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)G (x+ iωλ)G (x− iδ) (C2)

−
∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)G (x+ iδ)G (x− iωλ) (C3)

+

∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)G (x− iδ)G (x− iωλ) (C4)

G の引数で iωλ を含む場合は，iωλ に比べて十分

小さい iδはつける必要がない．また C1,C2 では，

eiβωλ = 1より，n(x + iωλ) = n(x)であることを

用いている．“最後に”，iωλ → ℏω + iδ の解析接

10



続を行うことで 24 ，

K(ω) = −
∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)

×
[
GR(x+ ℏω)GR(x)−GR(x+ ℏω)GA(x)

+GR(x)GA(x− ℏω)−GA(x)GA(x− ℏω)
]

(68)

となる 25．

このように，輸送係数の計算では外部振動数 iωλ

の存在により，複素平面は３分割され，−∞ < x <

∞の実数積分がC1 ∼ C4の４径路現れる．そのと

き解析接続されたグリーン関数は，GRGR, GRGA,

GAGAの組み合わせで現れる．このうち，C2+C3

のGRGAの寄与は非平衡流に相当し，散逸を伴う通

常の輸送現象に主要な役割を果たす．一方，C1+C4

の GRGR と GAGA は，平衡流に相当し，反磁性

電流など散逸をともなわない場合に重要となるが，

散逸を伴う輸送現象ではGRGAの寄与に比べて小

さく，特異的でないことが「通常」である 26．

4.2.4 ωの一次項を取り出す

静的伝導度を求める場合，(39)で最終的にω → 0

をとる必要がある．相関関数を ΦR
µν(ω) = Φ

R(0)
µν +

24“最後に”を強調したのは，電子に対する松原振動数 iεn と
外場に対する iωλ の二段階の解析接続の順序を決して逆にし
ていけないことを注意するためである．

25ここでの変形をより丁寧に書くと次のようになる．まず単
純に iωλ → ℏω + iδ の置き換えをすると

K (ℏω + iδ)

= −
∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)G (x+ ℏω + iδ)G (x+ iδ)

+

∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)G (x+ ℏω + iδ)G (x− iδ)

−
∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)G (x+ iδ)G (x− ℏω − iδ)

+

∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)G (x− iδ)G (x− ℏω − iδ)

この段階ですべての G の引数は (実数± iδ)となっている．（そ
の１）で見たように，上半面で解析的な場合は遅延グリーン関
数，下半面で解析的な場合は先進グリーン関数に解析接続され
る．したがって，(実数+ iδ) の場合は GR，(実数− iδ) の場
合は GA とする．これにより (68) を得る．

26ここで「通常」としたが，新しい輸送現象を調べる場合，
GRGR −GAGA の寄与が必ずしも無視できるほど小さいかど
うかは自明ではない．常にすべての寄与に意識を向けておくこ
とで，思わぬ大発見につながるかもしれない．

Φ
R(1)
µν ω+Φ

R(2)
µν ω2 + · · · のように ωで展開すれば，

(39)は ω → 0の極限で

σµν(ω) = iΦR(1)
µν (69)

で与えられることがわかる．したがって，我々に必

要なのはωの一次項ということになる．その求め方

はグリーン関数の解析的性質の違いにより，GRGA

と GRGR, GAGA とで異なる．

GRGA の ω1 次項

C2 +C3 の結果は次の形をもっている．

−
∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)

×
[
GR(x)GA(x− ℏω)−GR(x+ ℏω)GA(x)

]
(70)

x→ x+ ℏωの変数変換を行えば，

−
∫ ∞

∞

dx

2πi
[nF(x+ ℏω)− nF(x)]

×GR(x+ ℏω)GA(x) (71)

となるため，nF(x+ ℏω)を ℏωについてテイラー
展開すれば，その一次項

ℏω
2πi

∫ ∞

−∞
dx

(
−dnF(x)

dx

)
GR(x)GA(x) (72)

が得られる．フェルミ分布関数の微分−dnF(x)/dx
の部分は T → 0でデルタ関数と一致する．つまり，

−dnF(x)/dxがかかることで，フェルミ面近傍の

寄与のみを取り出すことになる．そのためこの項

はフェルミ面項 (Fermi surface term) ともよばれ

る．このように，C2 + C3 の寄与は必ずフェルミ

分布関数の微分項で書き表される 27．これに対し，

フェルミ分布関数そのものに比例する項はフェル

ミ海項 (Fermi sea term) ともよばれる．

27なお，C2+C3の寄与において ω0次の項は，(70)で ω = 0
とすると，GR(x)GA(x)−GR(x)GA(x) = 0となることから，
常にゼロとなることがわかる．つまり，ω0 次の項は C1 +C4

から現れ，それが −ΦR
µν(0) と打ち消しあう．
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GRGR, GAGA の ω1 次項

C1 +C4 の結果は次の形をもっている．

−
∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)

×
[
GR(x+ ℏω)GR(x)−GA(x)GA(x− ℏω)

]
(73)

GR(x+ ℏω) = GR(x)+ ℏω∂xGR(x)より，[· · · ]内
の ω1 次項は GR∂xG

R = 1
2∂x

{
GR

}2
を用いるこ

とで，

ℏω
[
GR(x)

∂GR(x)

∂x
+GA(x)

∂GA(x)

∂x

]
= ℏωRe

[
∂

∂x

{
GR(x)

}2
]

となる．（GA = [GR]∗ の関係があったことを思い

出しておこう．）さらに部分積分することで，

− ℏω
∫ ∞

−∞

dx

2πi
nF(x)

∂

∂x
Re

[{
GR(x)

}2
]

= −ℏω
∫ ∞

−∞

dx

2πi

(
−dnF(x)

dx

)
Re

[{
GR(x)

}2
]

が得られる．ここで limε→±∞GR(ε) = 0の性質を

用いた．

以上で C2 + C3 のみならず C1 + C4 の寄与も

−dnF/dxに比例する形で与えられることがわかっ
た．つまり，伝導に寄与するのはフェルミ面の極

近傍の準粒子だけである．（そうした粒子による伝

導は通常散逸を伴う．）しかしいつもこの変形がで

きるわけではないことに注意を要する 11)．これは

対角伝導度（縦伝導度，σxxや σyyなど）は散逸的

(dissipative) であるがゆえに，C1 + C4 の寄与を

含めても−dnF/dxに比例する形で与えられたので
ある．一方，非対角伝導度（横伝導度，σxy など）

は分散的 (dispersive) であるため，C1 + C4 の寄

与はいかに部分積分を用いようとも nFに比例する

項が残る．つまり，フェルミ面以下すべての粒子

が伝導に寄与し得る．（フェルミ面から離れた粒子

による伝導は通常散逸を伴わない．）

4.2.5 電気伝導度の具体的な形を得る

以上をまとめると電気伝導度は，

σxx =
ℏe2

πV
∑
k

ℏ2k2x
m2

∫ ∞

−∞
dε

(
−dnF(ε)

dε

)
×

[
GR(k, ε)GA(k, ε)− Re

{
GR(k, ε)

}2
]
(74)

のように−dnF/dεに比例した形で表すことができ

る．さらに

GRGA − Re
{
GR

}2
= 2

[
ImGR

]2
(75)

の関係が成り立つので，十分低温（T ≪ µ）では，

σxx =
2ℏe2

πV
∑
k

ℏ2k2x
m2

[
ImGR(k, 0)

]2
(76)

となる．

これ以上の計算を行うには，グリーン関数の具

体的な形を知る必要がある．そこで遅延グリーン

関数の一般的な形として，

GR(k, ε) =
1

ε− ξk −Σ′(k, x) + iΣ′′(k, x)
(77)

を考えてみよう 11)．Σ′ と Σ′′ はそれぞれ自己エ

ネルギーの実部と虚部である．このとき，遅延グ

リーン関数の解析性から，Σ′′ > 0である．Σ′ は

正にも負にもなる．Σ′(k, ε)を ξkと xについて展

開し，Σ′′ の ξk と εの依存性を無視すれば，遅延

グリーン関数はより簡単に

GR(k, ε) =
1

a−1ε− b−1ξk + iΣ′′ (78)

と表せる．ここで a, bはそれぞれ振動数とエネル

ギー分散のくりこみ因子であり，kFをフェルミ波

数として，

a−1 = 1− ∂

∂ε
Σ′(kF, ε)|ε=0 (79)

b−1 = 1 +
∂

∂ξk
Σ′(k, 0)||k|=kF

(80)

である．たとえば低温の電子比熱は，電子-格子相

互作用により a−1 だけ増強される 13), 14)．また状

態密度

ρ(ε) =
1

2π

∑
k

A(k, ε) = − 1

π

∑
k

ImGR(k, ε)

(81)

12



は，

ρ̃0 = bρ0 (82)

のように，自由粒子の状態密度 ρ0(= ρ(0))に対し

て bだけくりこまれる 28．

このグリーン関数の元では，GRGA は

GR(k, 0)GA(k, 0) =
b

Σ′′
bΣ′′

ξ2k + (bΣ′′)2

=
πb

Σ′′ δ(ξk) (83)

となる．最後の等号では，bΣ′′が十分小さいとし，

πδ(x) = lima→0 a/(x
2 + a2)を用いた．この形か

らわかる通り，

GRGA ∝ 1

Σ′′ (84)

のようにGRGAはΣ′′が小さければ発散的に大き

くなる．

一方，C1 +C4 の寄与 Re{GR}2 は

Re
[{
GR(k, 0)

}2
]
= b2

ξ2k − b2Σ′′2

(ξ2k + b2Σ′′2)
2 (85)

となるが，ξk 積分することを考慮すれば，

Re
[{
GR

}2
]
∼ 0 (86)

としてよい 29．

28自由粒子の場合，(81)に GR = 1/(ε− ξk + iδ)を代入す
ると，

ρ(ε) =
1

π

∑
k

δ

(ε− ξk)2 + δ2
=

∑
k

δ(ε− ξk)

となる．これは状態密度の定義そのものである．一方，遅延グ
リーン関数が (78) で与えられている場合，

ρ̃(ε) =
1

π

∑
k

Σ′′

(a−1ε− b−1ξk)2 +Σ′′2

であり，Σ′′ が十分小さいとすれば，

ρ̃0 =
∑
k

δ(b−1ξk) = b
∑
k

δ(ξk) = bρ0

を得る．
29十分よい金属（EF ≫ kBT）では，∑

k

=
ρ0

2

∫ E0

−E0

dξ

とすることができる．E0 はカットオフエネルギーである．こ

結局，電気伝導度を支配するのはGRGAの寄与

であり，

σxx =
ℏe2

V
∑
k

ℏ2k2x
m2

b

Σ′′ δ(ξk)

= ℏe2
∫ ∞

0

dk

6π2

ℏ2

m2
k4

b

Σ′′
m

ℏ2kF
δ(k − kF)

=
ℏe2

6π2

k3F
m

b

Σ′′ (87)

となる 30．ここで dξk/dk = ℏ2k/m の関係を用
いた．

最後に準粒子の寿命を

τk =
ℏ

2Σ′′ (88)

と改めて定義し，キャリア密度は n = k3F/3π
2 で

与えられることから，

σxx =
ne2τk
m

ρ̃0
ρ0

(89)

を得る．これは古典的なドルーデ理論や半古典的な

ボルツマン方程式によるよく知られた結果 σxx =

ne2τ/mと本質的に一致し，さらに状態密度のく

りこみ分も反映している．

5 不純物散乱と自己エネルギー

前節では自己エネルギーの中身に立ち入らず，一

般的な形を仮定して電気伝導度を導いた．ここで

のことから，(85) の ξk 積分を考えると，∫ E0

−E0

dx
x2 − a2

(x2 + a2)2
=

[
−

x

x2 + a2

]E0

−E0

= −
2E0

E2
0 + a2

∼ −
2

E0

バンドの底が EF より十分離れていれば，E0 → ∞ とするこ
とができ，上の積分はゼロとなる．
逆に，EFτ/ℏ が小さいドープした半導体や半金属では，

Re{GR}2 の寄与は小さいが有限になる．
30k2x の積分について．等方的なエネルギー分散の場合，∫

d3k

(2π)3
k2x . . .

=

∫ ∞

0
k2
dk

2π

∫ 2π

0

dφ

2π

∫ π

0
sin θ

dθ

2π
k2 sin θ2 cosφ2 . . .

=
1

6π2

∫ ∞

0
k4dk . . .

13



は電気伝導に大きく影響を及ぼす不純物散乱を具

体例として取り上げ，自己エネルギーの詳細をみ

てみよう．このことは同時に，（その１）で習得し

たファインマン図形によるグリーン関数の方法が

具体的な問題でどのように活かされるのかを知る

良い機会でもある．

5.1 不純物の集団平均

金属中に不純物がランダムに含まれている場合

を考える 31．ある不純物の位置をRiとし，その不

純物からのポテンシャルを U(r −Ri)とする．そ

れがNi個含まれているとすれば，すべての不純物

によるポテンシャルは

U(r) =

Ni∑
i=1

U(r −Ri) (90)

で表され，ハミルトニアンには∫
dr ψ̄(r)U(r)ψ(r) (91)

として含まれる．（その１）(85) で見たことから，

この場合の温度グリーン関数は

G (1, 1′) = G0(1, 1
′) +

∫
d2G0(1, 2)U(2)G0(2, 1

′)

+

∫
d2d3G0(1, 2)U(2)G0(2, 3)U(3)G0(3, 1

′) + · · ·

(92)

のようになる．

実際に測定される物理量を考えるにあたっては，

個々の不純物の具体的な分布を知る必要はなく，巨

視的な領域において多くの不純物の集団平均を考

えれば良い．例えば (92)の右辺第２項の集団平均

をとる場合，G0は不純物に依存しないので，U(r)

についての集団平均を考えれば良いことになる．

U(r)のフーリエ展開を

U(r) =
∑
i,q

u(q)eiq·(r−Ri) (93)

31不純物とは，物質の組成原子と異なる種類の原子や格子欠
陥などを指す．いずれにせよ，物質の周期性を乱す局所的ポテ
ンシャルを与えるものを考えている．

とすれば，その集団平均は

⟨U(r)⟩ave =
∑
i,q

u(q)eiq·r⟨e−iq·Ri⟩ave

=
∑
i,q

u(q)eiq·r
∫
dRi

V
e−iq·Ri

=
∑
i,q

u(q)eiq·rδq,0 = Niu(0) (94)

となる．これは U(r)の空間平均
∫
drU(r)に等し

く，エネルギー原点をずらすだけの効果しか与え

ない 32．そこで u(0) = 0としても一般性は失われ

ない．

つぎに (92)右辺第３項を考えてみよう．その場

合，

⟨U(1)U(2)⟩ave =
∑
q1,q2

u(q1)u(q2)e
i(q1·r1+q2·r2)

×
∑
i,j

⟨e−i(q1·Ri+q2·Rj)⟩ave (95)

を考える必要がある．u(0) = 0としたので，この

平均が意味を持つのは，Ri = Rj かつ q1 = −q2

のときである．したがって，

⟨U(1)U(2)⟩ave = Ni

∑
q

u(q)u(−q)eiq·(r1−r2)

(96)

となる 33．

5.2 不純物散乱とファインマン図形

さてこのことをファインマン図形で見てみよう．

ある不純物による散乱を図 4(a)のように表す．×
印が一つの不純物を表し，それによる散乱 u(q)を

破線で表している．不純物がNi個あるときは，こ

の図形の寄与をNi倍する．体積あたりで考えるな

ら，ni = Ni/V 倍する．u(q)の一次の散乱では，
q = 0のみが値を持つ．つまり，この散乱による

粒子の運動量の変化はなく，粒子は元の運動量 k

を保つ．ただし u(0) = 0とするエネルギーの基準
32このことはハートリー近似の結果と類似している．その類
似性はそれぞれが対応するファインマン図形（図 4(a)）の構造
を見比べればより明確に分かるだろう．

33実ポテンシャルの場合は，u(−q) = u∗(q) となるので，
u(q)u(−q) = |u(q)|2 とすることもできる．
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図 4: 不純物散乱を表す運動量表示に基づく図形

の例．１次の図形 (a)の要素を含む (b), (d), (e)は

u(0) = 0より全てゼロとなる．

を採用するので，結果的に図 4(a)の寄与はゼロと

なる．

次に二次の散乱を考えた場合，図 4(b)と (c)が

考えられるが，(b)は (a)の繰り返しであり，その

寄与はゼロである．(c)は単一不純物により二度散

乱されることを表しており，前述のRi = Rj に対

応している．そしてそのときは q1 + q2 = 0の条

件が付与されることから，散乱過程全体での粒子

の運動量変化はない．このことは高次の散乱でも

当てはまり，例えば三次の場合は図 4(f)のように

なる．途中の粒子の運動量は，散乱されるたびに

運動量を吸い上げられ，それら散乱の運動量の和

を取ればゼロとなるように選べばよい 34．

四次の散乱になると単一不純物による散乱（図

4(g)）の他に，二つの不純物に二度ずつ散乱され

る (h)のような散乱も考えられる．この場合，前

者は n1i に比例するが，後者は n2i に比例する．

5.3 不純物散乱と自己エネルギー

こうした無限次まで続く散乱の効果は自己エネ

ルギーを用いて表すと簡潔に表現できる．例えば，

図 4(c)は，不純物散乱部分（図形的には三角の部

分）が自己エネルギーに相当し，

G (c) = G0Σ
(c)G0 (97)

34三次の場合も二次と同様に計算すれば，e−i(q1+q2+q3)·Ri

の因子が現れ，q1 + q2 + q3 = 0 の条件がつく．

となる．これを用いれば，図 4(h)は

G (h) = G0Σ
(c)G0Σ

(c)G0 (98)

のように自己エネルギーΣ(c)を用いて表すことが

できる．したがって，Σ(c)を基本ブロックとして，

無限級数和

G (c)
∞ = G0 + G0Σ

(c)G0 + G0Σ
(c)G0Σ

(c)G0 + · · ·

= G0 + G0Σ
(c)

[
G0 + G0Σ

(c)G0 + · · ·
]

= G0 + G0Σ
(c)G (c)

∞ (99)

をとることで，この型の無限次までの散乱を計算

することができる．

この考え方は一般の図形に対して拡張すること

ができる．無限次の不純物散乱まで考慮した一般

の温度グリーン関数は，不純物の平均を考慮して，

⟨G (k, iεn)⟩ave = G0(k, iεn)

+ G0(k, iεn)Σ(k, iεn)⟨G (k, iεn)⟩ave
(100)

と表すことができる 35．この方程式をファインマ

ン図形で表せば，図 5のようになる．ここで，自

己エネルギーは一本の G0 線を切って二つの図形

に分けられないような形になっている必要がある．

そうした自己エネルギーのことを既約自己エネル

ギーという．上の例でもわかるように，図 4(h)は

G0 を切れば二つの (c)に分けられ，それは (c)の

級数和をとることで考慮されているため，Σ に含

んでしまうと，二重に勘定してしまうことになる．

それを避けるために，既約自己エネルギーだけを

Σ として考える．

不純物散乱が弱い場合は，既約自己エネルギー

として二次の項（図 4(c)）のみを考えるだけで十
35この表現は，（その１）で見た運動方程式 (98) と等価であ
る．このことは次のようにして確かめることができる．

G = G0 + G0ΣG

の両辺に，左から G−1
0 をかけて整理すれば，(

G−1
0 −Σ

)
G = 1

となり，これは（その１）(98)に一致する．また，これらと等
価な表現として，さらに右から G−1 をかけて整理した

G−1 = G−1
0 −Σ

もよく用いられる．
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図 5: 不純物散乱の無限次まで考慮した方程式の図

形的表現．ここでの自己エネルギーΣには既約な

自己エネルギーしか含まれない．

分な近似となる．このとき，

Σ(k, iεn) = Ni

∑
q

|u(q)|2G0(k − q, iεn)

= Ni

∑
k′

|u(k − k′)|2

iεn − ξk′

= −Ni

∑
k′

|u(k − k′)|2 iεn + ξk′

ε2n + ξ2k′

(101)

となる．ところで今考えている不純物散乱は，静

的な散乱を考えており，電子は k → k′ と散乱さ

れるが，その過程においてエネルギーのやりとり

はない．そこで
∑

k′ |u(k − k′)|2 をエネルギー方
向と角度方向とに分けて考えることができる．角

度依存部分を改めて

ℏ
τk

=
1

2
Niρ0

∫
dΩk′ |u(k − k′)|2 (102)

とおけば 36，自己エネルギーは，

Σ(k, iεn) = −
∫ ∞

−∞
dξ′

ℏ
2πτk

iεn + ξ′

ε2n + ξ′2
= − ℏ

2τk

iεn
|εn|
(103)

と求まる 37．τk は kを持つ準粒子の寿命である．

これにより (88)で導入した τk が正当化され，そ

の微視的起源も (102)で明らかになった．

以上をまとめて，不純物散乱を考慮した温度グ

リーン関数は，G =
[
G −1
0 −Σ

]−1
より，

G (k, iεn) =
1

iεn − ξk + i sgn(εn)ℏ/2τk
(104)

36波数に対する和
∑

k は次のようにしてエネルギー積分
∫
dξ

と角度積分
∫
dΩ に置き換えられる．∑

k,σ

=
2V

(2π)3

∫
k2dk sin θdθdφ =

V
π2

∫
k2dk

∫
dΩ

4π

ここで dΩ = sin θdθdφ は立体角積分である．被積分関数に
角度依存性がない場合は，

∫
dΩ/4π = 1 である．また，被積

分関数にスピン依存性がないとし，スピンの和による係数 2
が付いている．エネルギーの基準を化学ポテンシャルにとり，
ξ = ℏ2k2/2m とすれば，

k2dk =
1

2

(
2m

ℏ2

)3/2 √
ξdξ

ここで状態密度

ρ(ϵ) =
V
2π2

(
2m

ℏ2

)3/2 √
ϵ

を用いると， ∑
k,σ

=

∫
dξρ(ξ)

∫
dΩ

4π

となる．実際の計算では，−dnF(x)/dx などがつき，フェル
ミ面上の関数のみ取り出すことが多々ある．そこで上の結果で
ρ(ξ) → ρ0 とし，ρ0 を積分の外に出してしまう近似もよく用
いられる．

37分子が ξ′ の項は ξ′ に対して奇関数であるのでゼロとなる．
分子が iεn の積分は留数定理を使えば直ちに積分できる．ただ
し，εn の正負に気をつける必要がある．εn > 0のとき，±iεn
の極のうち上半面にある +iεn を囲む径路を採用し，∫ ∞

−∞
dξ′

1

ξ′2 + ε2n
=

∫ ∞

−∞
dξ′

1

(ξ′ − iεn)(ξ′ + iεn)
=

π

εn

となる．εn < 0のとき，上半面にある極は −iεn であるから，∫ ∞

−∞
dξ′

1

(ξ′ − iεn)(ξ′ + iεn)
= −

π

εn

と符合を変える．双方合わせて，∫ ∞

−∞
dξ′

1

ξ′2 + ε2n
=

π

|εn|

である．
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として与えられる．これを解析接続した遅延・先

進グリーン関数は，

GR(k, ε) =
1

ε− ξk + iℏ/2τk
(105)

GA(k, ε) =
1

ε− ξk − iℏ/2τk
(106)

である．このときのスペクトル関数は，（その１）

(41)より，次のように与えられる．

A(k, ε) =
ℏ/τk

(ε− ξk)2 + ℏ2/4τ2k
(107)

これを見れば明らかにスペクトル関数が ℏ/2τk だ
け幅を持つことがわかる．このように，スペクト

ル関数は（その１）で見たように相互作用によっ

ても幅を持つが，不純物散乱によっても幅を持つ．

6 不純物散乱とバーテックス補正

前節では自己エネルギーに対する不純物散乱の

効果を見た．一粒子グリーン関数に対する不純物

散乱の影響を調べる場合はこれで十分である．し

かし電気伝導度などの物理量を久保公式に基づい

て計算するには，相関関数（あるいは二粒子グリー

ン関数）を計算する必要があった．最終目標が物理

量に対する不純物散乱の影響を調べることであれ

ば，相関関数に対する不純物散乱の影響を調べる

必要がある．このことは，§4 (60)で二粒子グリー

ン関数を一粒子グリーン関数の単純な積とする近

似を採用したが，それを超えた近似に進む，とい

う意味合いを持つ．

相関関数における不純物散乱を考慮したファイ

ンマン図形を改めて描き出せば，図 6のようにな

る．このうち (a)-(c)は，前節の自己エネルギー補

正を加えることで考慮できる．一方，(d)-(f)のよ

うに，不純物が両側のグリーン関数に影響を及ぼ

す効果は，いくら自己エネルギーを正確に評価し

ても取り込むことはできない．そのような補正は，

バーテックス 38に対する補正とみなすことができ

るので，バーテックス補正（頂点補正）とよばれ，

特に輸送現象などでは重要な補正を与える．

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 6: 相関関数に対する不純物散乱の例．(a)-(c)は

自己エネルギー補正．(d)-(e)はバーテックス補正．

kx kx

kx

図 7: 相関関数に対する不純物散乱の高次項をバー

テックスで表す．（(108)に対応する．）片方のバー

テックスは kxのままで残しておかないと，二重取

り込みになってしまう．

ここではまず最も基本的なバーテックス補正と

して，図 6(d)の型をとりあげる．図 6(e)のように

続く高次項は，自己エネルギーと同様の級数和を

とることで無限次まで取り込むことができる．電

気伝導度の場合，温度相関関数は (60)で与えられ

たので，バーテックス補正についての方程式は次

= +

図 8: バーテックス補正に対する無限級数和．（(109)

に対応する．）

38vertex. 日本語では，頂点，結節点，などと訳されるが，
「バーテックス」とそのまま呼ばれることが多い．
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の形で与えられる．

Φxx(iωλ) =
2ℏ2e2

m2V
1

β

∑
k,n

kxΓx(k)

× G (k, iεn)G (k, iεn − iωλ) (108)

Γ (k) = k +Ni

∑
k′

|u(k − k′)|2Γ (k′)

× G (k′, iεn)G (k′, iεn − iωλ) (109)

これらの方程式をファインマン図形で表したのが

図 7, 8である．ここでバーテックスは Γ で表し，

今の場合ベクトル量である 39．ただし，上式で他

にベクトル量であるのは kだけなので，

Γ (k) = γk (110)

とすることができる．よって Γ に対する方程式

(109)は，γ に対する方程式

γ = 1 +
γ

2π

ℏ
τ ′

∫
dξk′G (k′, iεn)G (k′, iεn − iωλ)

(111)

ℏ
τ ′

=
1

2
Niρ0

∫
dΩk′ |u(k − k′)|2k · k′

k2
(112)

に置き換えることができる 40 ．

(111)の ξに関する積分は，留数定理を用いて次

のように実行することができる．積分したい関数

は η(εn) = sgn(εn)ℏ/2τk を用いて，∫ ∞

−∞
dξ

1

iεn − ξ + iη(εn)

× 1

i(εn − ωλ)− ξ + iη(εn − ωλ)
(113)

である．ここでは εnに対する和をとる必要はなく，

ただの変数と見なせば良い．被積分関数は iεn +

39バーテックスを Γ (k; iεn, iεn − iωλ)と振動数依存性を含
めて記述する方がより正確であろうが，今の場合，振動数の引
数は常にこの形が保たれるので省略した．

40(109) に Γ (k) = γk を代入すれば，

γk = k +Ni

∑
k′

γk′|v|2G G

となる．この段階ではベクトルの方程式であるが，両辺と kの
内積をとり，k2 = |k|2 で割ると，

γ = 1 +Ni

∑
k′

γ
k · k′

k2
|v|2G G

となる．

iη(εn), i(εn−ωλ)+ iη(εn−ωλ)に極を持つ．この

積分が値を持つのは，二つの極が実軸を挟んで反

対側にあるときだけである．ωλ > 0だとすれば，

εn > 0かつ εn−ωλ < 0がその条件となる．その場

合において，(113)の積分を実行し，iωλ → ω+ iδ

の解析接続の後 ω → 0の極限をとれば，その値は

2π/(ℏ/τk) となる．その結果，γ に対する方程式
(111)は

γ = 1 + γ
τk
τ ′

(114)

となるから，これを解いて

γ =
1

1− τk/τ ′
=
τtr
τk

(115)

を得る．ここで

ℏ
τtr

=
ℏ
τk

− ℏ
τ ′

=
1

2
Niρ0

∫
dΩk′ |u(k − k′)|2

(
1− k · k′

k2

)
(116)

を新たに輸送緩和時間として定義した．

以上でバーテックス補正の計算は完了した．結

果を元の相関関数に代入すると，

Φxx(iωλ) =
2ℏ2e2

m2V
1

β

[
1 +

(τtr
τ

− 1
)
θ(εn)θ(ωλ − εn)

]
×
∑
k,n

k2xG (k, iεn)G (k, iεn − iωλ)

(117)

とすることができる．階段関数 θ(x)の部分で εn >

0かつ εn−ωλ < 0の条件を課しており，これを満

たさないときは上で考えたバーテックス補正が効か

ない．ところでこの条件は §4でみた経路 C2 +C3

に対応している．つまり，上記バーテックス補正

はGRGAの項にしか寄与しないことになる．ただ，

もともと (89)の結果にはC2 +C3の寄与しか含ま

れていなかったので，最終結果は単に係数 τtr/τ を

乗じれば良い．以上をまとめると，バーテックス

補正を考慮した結果，電気伝導度は次のように修

正される．

σxx =
ne2τtr
m

ρ̃0
ρ0

(118)
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前方散乱
（伝導を妨げない）

後方散乱
（伝導を妨げる）

k
k'

k

k'

準粒子寿命 準粒子寿命

伝導方向 伝導方向

図 9: 前方散乱と後方散乱．不純物に散乱されるま

での平均時間が準粒子の寿命．準粒子寿命は散乱

角と関係ない．一方，電気伝導については前方散

乱は寄与するが，後方散乱は寄与しない．

最後に輸送緩和時間 τtrの物理的意味について触

れておく．τtr に含まれる因子 (1 − k · k′/k2)は，

不純物散乱による運動量の変化（散乱角）につい

て重みをつける働きをしている 41．フェルミ面が

等方的な場合はこの因子を 1− cosχとすることが

できる（χは kと k′の間の角度）．散乱角が小さ

い場合（前方散乱）は cosχ ∼ 1であるので，1/τtr
に寄与しない．一方，散乱角が大きい場合（後方

散乱）は cosχ ∼ −1で 1/τtr に対して最大の重み

を与える．換言すれば，前方散乱は電気伝導を妨

げず，後方散乱は伝導を妨げることになる．

強調したいことは，このような緩和時間におけ

る散乱角依存性は，バーテックス補正を考慮して

初めて現れたという点である．自己エネルギーに

対して不純物散乱の寄与を考える限りでは，緩和

時間に散乱角依存性は現れなかった．これは，ど

のような方向に散乱されようとも散乱されたこと

に変わりはなく，その時点で準粒子の寿命は尽き

ていることで理解されよう（図 9）．これに対し電

気伝導では，伝導方向に散乱されればそのまま伝

導を担うことができるが，反対方向に散乱されれ

ば伝導に寄与しない（抵抗になる）ことは直感的

にも頷ける．そのような散乱角によって異なる寄

与については物理量に対応する相関関数全体を考

えて（バーテックス補正を考慮して）初めて捉え

ることができるできるのである．

このように，一言で緩和時間といっても，見て

41この因子自体はボルツマン方程式に基づいて半古典的に導
くこともできる．ただしここではその因子を，取り込んだ散乱
過程も明確にした上で，完全に量子論的に導き出した

いる物理量によって異なる意味合いを持つ．複数

の実験を見比べる場合，緩和時間の意味の違いに

注意する必要がある．

（その２）のまとめ

久保公式 　久保公式は，まず密度行列 ρの運動方

程式からその時間変化 ρ(t)を求め，

⟨B(t)⟩ = Tr [ρ′(t)B] (119)

の関係を用いて観測量Bの集団平均の時間変化を

求める．ここでの ρ′は外場Aの一次に限ることで

線形応答を得る．観測量の時間依存性を

⟨B(t)⟩ = B(ω)e−iωt (120)

とすれば，その係数 B(ω)は相関関数 ΦR(ω)を用

いて

B(ω) = − 1

iω

[
ΦR(ω)− ΦR(0)

]
(121)

となる．このとき相関関数は，外場と観測量に対

する演算子 Aと B を用いて，

ΦR(t) = − i

ℏ
θ(t)⟨B(t)Ȧ(0)− Ȧ(0)B(t)⟩ (122)

で与えられる．一連の結果はハミルトニアンや近

似によらない厳密なもので，これらを総称して久

保公式とよぶ．

相関関数とグリーン関数 　AとBはそれぞれ生

成消滅演算子の対 ψ̄ψを含む．したがって相関関数

は，⟨ψ̄(τ)ψ(τ)ψ̄(0)ψ(0)⟩の形を持つことから，二
粒子グリーン関数に相当する．二粒子グリーン関

数を二つの一粒子グリーン関数で表す近似の範囲

内では，電気伝導度に対する温度相関関数を

Φxx(iωλ) =
2ℏ2e2

m2V

× 1

β

∑
k,n

k2xG (k, iεn)G (k, iεn − iωλ)

(123)

とすることができる．
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松原振動数の和と解析接続 　ある関数 F (iεn)に

ついて松原振動数の和をとるには，フェルミ分布

関数の極が松原振動数 iεn と一致することを利用

した，

1

β

∑
n

F (iεn) = −
∮
C

dz

2πi
nF(z)F (z) (124)

の関係を用いれば良い．

輸送現象の場合，G (iεn)G (iεn − iωλ)に対する

松原振動数の和が頻繁に現れる．グリーン関数の

解析性の違いから，最終的に四つの経路 C1 ∼ C4

に沿った −∞から∞に至る実数積分へと解析接
続される（図 3(b)）．

以上の手順はフェルミ粒子の解析接続 iεn → ε

である．そして最後に外部振動数（ボーズ粒子）の

解析接続 iωλ → ω+ iδを行う．この二段階の解析

接続の順序を決して変えてはいけない．

上の手順により，

K (iωλ) =
1

β

∑
n

G (k, iεn)G (k, iεn − iωλ)

(125)

は

K(ω) = −
∫ ∞

−∞

dε

2πi
nF(ε)

×
[
GR(ε+ ℏω)GR(ε)−GR(ε+ ℏω)GA(ε)

+GR(ε)GA(ε− ℏω)−GA(ε)GA(ε− ℏω)
]

(126)

へと解析接続される．

電気伝導度 　電気伝導度は

σxx =
ℏe2

πV
∑
k

ℏ2k2x
m2

∫ ∞

−∞
dε

(
−dnF(ε)

dε

)
×
[
GR(k, x)GA(k, x)− Re

{
GR(k, x)

}2
]

(127)

で 与 え ら れ る ．GRGA は C2 + C3，

Re
[
{GR(k, x)}2

]
は C1 + C4 からの寄与で

ある．前者は散逸的 (dissipative) であり，後者は

分散的 (dispersive) である．

遅延グリーン関数の一般形として

GR(k, ε) =
1

a−1ε− b−1ξk + iΣ′′ (128)

を考えると，C2 +C3 と C1 +C4 からの寄与はそ

れぞれ

GRGA ∝ 1

Σ′′ (129)

Re
[
{GR(k, 0)}2

]
∼ 0 (130)

であることが示せる．k積分を実行して最終的に，

σxx =
ne2τk
m

ρ̃0
ρ0

(131)

を得る．（状態密度の自己エネルギーによるくりこ

み ρ̃0 = bρ0 を反映してある．）ここで準粒子寿命

τk を

τk =
ℏ

2Σ′′ (132)

で定義している．

不純物散乱と自己エネルギー 　不純物散乱を考

慮すると自己エネルギーは

Σ(k, iεn) = − ℏ
2τk

iεn
|εn|

(133)

となることが導かれる．このとき準粒子寿命 τkは

不純物数をNi とすれば

ℏ
τk

=
1

2
Niρ0

∫
dΩk′ |u(k − k′)|2 (134)

で与えられる．

これにより不純物散乱を考慮した温度グリーン

関数と遅延グリーン関数はそれぞれ，

G (k, iεn) =
1

εn − ξk + i sgn(εn)ℏ/2τk
(135)

GR(k, iεn) =
1

ε− ξk + iℏ/2τk
(136)

で与えられる．

不純物散乱とバーテックス補正 　輸送係数は二

粒子グリーン関数で与えられる．輸送現象では，

それら二粒子間の相関が重要な役割を果たす．そ

れを考慮するのがバーテックス補正である．
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バーテックス補正を考慮すると緩和時間は

ℏ
τtr

=
1

2
Niρ0

∫
dΩk′ |u(k − k′)|2

(
1− k · k′

k2

)
(137)

に修正される．この τtrを輸送緩和時間とよぶ．自

己エネルギー，バーテックス補正双方を考慮した

結果として，最終的に電気伝導度は

σxx =
ne2τtr
m

ρ̃0
ρ0

(138)

と修正される．

バーテックス補正により，輸送緩和時間には散

乱角依存性 (1− k · k′/k2)が含まれる．これから，

前方散乱は伝導に寄与するが，後方散乱は伝導に

寄与しないことがわかる．このことは散乱角依存

性のない準粒子寿命 τk と対照的である．

補遺：久保公式に関するいくつかの注意

本稿では，久保公式とグリーン関数法に基づく

物理量の具体的な計算に関する全行程を見た．そ

の他の物理量を計算するにあたっても本質は同じ

である．あとはさまざまな具体例を見ることで，こ

の本質をしっかり定着させることが本セミナーの

残りの目的である．

その前に，久保公式に関するいくつかの注意を

述べておく．

どれが “久保公式”か

久保公式を用いて計算をしてみようとしたとき，

いったいどの式が久保公式なのか，探すのに苦労

した経験をもつ読者もおられよう．また，ある教

科書にはこれが久保公式と書いてあるのに，別の

教科書にはまた少し違った式を久保公式と呼んで

おり 42，どれを用いれば良いのか戸惑ってしまう

42久保公式を Green-Kubo 公式とよぶ文献もしばしば見か
けるが，久保の分類によると Green の理論は近似論であって，
模型や近似に依存しない久保公式とは区別されるべきものと考
えられる．

かもしれない 43．もちろんどの公式もその本質は

同じなのであるが，適用する対象やその後の計算

に便利なように書き換えられているので，さまざ

まな表現を持つに至っている．

本文でも繰り返し述べたように，久保による「非

平衡の量子統計力学」は，線形応答理論の枠組み

を規定するもので，厳密である．枠の中に入れる

べき具体的計算は模型や近似に依存し，久保理論

の範囲には含まれない．こうした事情を鑑み，本

稿では，久保理論に本質的な厳密性を保ちつつも

簡潔な表現である，(24), (30), (33)を久保公式と

呼んでいる．

注意を要する表式

いくつかある “久保公式”の表現の中でも，次の

ような形を「公式」と捉え，具体的計算を行おう

とする場合は，その使用に十分な注意を要する．

Φ(ω) =
2ℏ2e2

m2V
∑
m,n

|⟨m|kx|n⟩|2
nF(Em)− nF(En)

Em − En + ℏω + iδ

(139)

ここで δは正の無限小量で，最終的に δ → 0とす

べきものであり，その場合においてこの式自体は

間違っていない．しかしこの表式では不純物散乱

などを特に考慮したわけではなく，電気伝導度を

このまま計算してしまえば，金属では σ → ∞と
なってしまう．そこでこの発散の回避策として，δ

を不純物散乱による緩和時間の逆数のようにみな

し，δ > 0としてしまうと，これは間違いである．

§5で見たように，準粒子寿命は一つのグリーン関

43参考までに手元にある幾つかの教科書が “久保公式”と呼
んでいる式を列挙してみよう．

B(ω) =
i

ℏ

∫ ∞

0
eiωτTr(e−iH τ/ℏ[A, ρ]eiH τ/ℏB)dτ

(阿部)

δ⟨M⟩ =
i

ℏ

∫ t

0
Tr

{
ρ0[H′(t′), M̂(t)]

}
dt′ (Rickayzen)

σαβ(q, ω) =
1

ωV

∫ t

−∞
dt′eiω(t−t′)⟨ψ|[j†α(q, t), jβ(q, t′)]|ψ⟩

+ i
n0e2

mω
δαβ (Mahan)

∆A(t) = −
∫ ∞

−∞
dt′ f(t′)⟨⟨A(t)B(t′)⟩⟩R (Zagoskin)
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数の中に 1/(ε − ξ + iℏ/2τk)の形で含まれるので
あって，二つのグリーン関数をまとめて 1/(Em −
En+ℏω+ iℏ/2τ×)のようには決してならない．そ
もそもこうしてしまうと，そこでの τ× は準粒子

（エネルギー Em,n）の寿命なのか，バーテックス

補正による緩和時間なのかも明確でない．

(139)をそのままで使うのであれば，δ → 0とし

ても発散せず有限になる量（絶縁体における伝導

度など）でしか安心して使えない．

お詫びと訂正

既掲，誌上セミナー「久保公式とグリーン関数法

の実践的基礎（その１） 」において，誤記・誤植

がありました．お詫びするとともに，訂正いたしま

す．これまでに分かっている点を修正した最新版は

http://www.kookai.pc.uec.ac.jp/kotaibutsuri.htmlに

てご確認いただけます．
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